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Propriété (LP implique en probabilité) — Soit p > 1. Si (X,,) et X sont dans L et si X;, — X
P

alors X,, — X.

Démonstration [masquer]

C'est une application directe de I'inégalité de Markov pour les variables aléatoires réelles admettant un
moment d'ordre p :
E[X, — X]]

B(X, —X| 2 ) < =

° CVv P«:bcx =) v -?m

Propriété — Si X, converge vers X en probabilité alors X, converge vers X en loi.
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Démonstration [masquer]
C'est une conséquence du lemme précédent en prenant X,, = X et en remarquant que la convergence en loi

(d)
d(X,¥,)—0

dans R équivaut a la convergence en probabilité

dans (E.d).

Sinon, on peut procéder comme suit. Commengons par énoncer un lemme.

Lemme — Soient X, ¥ des variables aléatoires réelles, c un réel et ¢ > 0. Alors

PY <c)<P(X<c+e)+PX-Y >¢)

En effet, il suffit de remarquer que :

{Y<c}c{X<e+e}uU{X>c+eY <c}

L'inégalité en découle naturellement.

Pour tout £ > 0, en raison de ce lemme, on a :

P(X, <a) <P(X <a+e¢)+P(|X, - X| >¢)
P(X < a—e) <P(X, < a) + P(|X, — X| > )
On a donc
P(X <a—¢)—P(X, — X| >&) <P(X, <a) <P(X < a+te)+P(X, — X| > ¢).
Soit @ un point de continuité de Fy. On fixe un réel ¢'> 0. Par continuité de F'yen a, il existe un réel £ > 0 tel que
PX<a+e)—PX<a)|<eetP(X<a—e)—P(X<a)|<e.
De la convergence de (Xj), en probabilité vers X, on peut en déduire l'existence d'un entier N tel que :

P(| X, — X| >€) <€ sin=N.

Dou:Vrn e N,n > N = [P(X, <a)—P(X <a)| <2¢.

° _-EN_SQQ.L}'. MowrKov :

Inégalité de Markov — Soit Z une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (Q, A, IP’)
et supposée presque sirement positive ou nulle. Alors
E(2)

Va > 0, P(Z > a) < 5
a

Démonstration [masquer]
Soita € RY.. On note 17> la fonction indicatrice de l'événement {Z > a}.
On a l'inégalité :
Vwe®,  alyzupa S 2@ 1zwsg < Z(W)
car Z est a valeurs positives ou nulles.

Par croissance de I'espérance, on a :
E (a 1{Z(w)2a}) < E(Z) (*)
Puis, par linéarité de I'espérance :
E (al{zwsza) = ¢E (Lizw3sa) =a (1 xP(Z > a) +0x P(Z < a)) =aP(Z > a)
En réinjectant I'expression dans l'inégalité (*), on obtient :
aP(Z > a) <E(2)
c'est-a-dire

E(Z)

a

P(Z > a) <
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Gini_\“o-Q.LSQA'\'Dr\ :
Il existe une version plus générale de ce théoréme. Soit X une variable aléatoire de L”(Q, FE, IP’) ol Q est I'ensemble

des réalisations, J est la tribu des événements et [P la mesure de probabilité. Alors, l'inégalité de Markov peut étre
énoncée de la fagon suivante :

Inégalité de Tchebychev — Pour tout réel strictement positif c,

E(xI")

P(X|>0)< =2

La démonstration tient entierement au fait que pour tout a strictement positif, apl{mza} < |X|p. Ici, 14 désigne
I'indicatrice de I'événement A. Par croissance de I'espérance, on obtient :

E(IXIP) > E (o Lyxpay) = & E (L(x3ay) = &? P{|X| > a}
En divisant de part et d'autre de I'inégalité par 0¥ on trouve le résultat recherché.

¢ Thn <v  dorviing:

Théoréme — Soit (fn)neN une suite de fonctions mesurables sur un
espace mesuré (E, A, ), a valeurs réelles ou complexes, telle que :

e la suite de fonctions (fn)neN converge simplement vers une
fonction f ;

e il existe une fonction intégrable g telle que :
VneN Ve eE |f.(z)] <g(z).

Alors f est intégrable et

tim [15, - fldu=0.

En particulier :
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Produit [modifier | modifier le code |

: Composition a droite par une méme fonction
Si fi ~ g1 et f2~ g2 alors fi fa ~ g19s.
Silimh = betsi fr;galors foh~goh.
On en déduit, si fr; g: a “

s pourtout A € C*, Af ~Ag;

e pour toutn € N*, fnr;g”.
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Somme, différence [ modifier | modifier le code ]

Si f1 ~4gi et f ~9g2 et si (au voisinage de a) g; et g, sont de méme signe et ne s'annulent pas simultanémer

alors f1 + fo ~ g1+ ga.

Composition a gauche par le logarithme [ modifier | modifier le code ]

En supposant, pour que leurs logarithmes soient définis, que f'et g sont strictement positives au voisinage de a :

si fr;g et si lizng = 400 ou liéng = 0 (ou plus généralement : si g « ne s'approche pas » de 1), alors

lnofr: In og.

Composition a gauche par I'exponentielle [ modifier | modifier le code |

ef:eg < lim(f —g) =0.
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